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Forslag till losningar

Problem 1. Lo6s ekvationssystemet

ryzu — 3 =9
r+yz=3u

i positiva heltal x, y, z och u.

Losning: Eftersom z ar en delare till VL i ekv 1, finns bara mojligheterna x = 1,
x =3 och z=9. Fran ekv 2 far vi yz = %u — x, vilket visar att u ar ett jamnt heltal.
Insittning i ekv 1 ger 2(3u — z)u — 23 = 9 eller

3

(iu—m)u = 2%+ e
Fallet x = 1: Vi har ekvationen
3
(§u — 1)u = 10.

De enda jamna delarna till 10 &r 2 och 10, men for u = 2 ar VL < 10, fér u = 10 ar
VL >10.

Fallet x = 3: Vi far ekvationen

3

—u—3)u = 12.

(2u Yu

Jamna delare till 12 ar 2, 4, 6 och 12; u =2 ger VL = 0, u = 4 &r en 16sning, medan
u = 6 och u = 12 ger V L-varden som Gverstiger 12.

Fallet x = 9: Ekvationen blir

—u—9)u = 82.

(2u Ju
Enda jamna delare till 82 ar 2 och 82; u = 2 gor V L negativt och u = 82 ger VL > 82.
Sammanfattningsvis far vi x = 3, u = 4, som insatta i ekv 2 ger yz = 3 med

l6sningarna (y, z) = (1,3) och (y, z) = (3,1).
Svar: (z,y,z,u) = (3,1,3,4) och (3,3,1,4).

Problem 2. Ett antal blommor férdelas mellan n personer sa att den forste av dem,
Andreas, far en blomma, den andre far tva blommor, den tredje far tre blommor osv,
till person nr n som far n blommor. Andreas gar sedan runt och skakar hand en gang
med var och en av de 6vriga, i godtycklig ordning. Darvid far han en blomma fran
var och en som han hélsar pa och som har fler blommor dn han sjalv i det 6gonblick
de skakar hand. Vilket ar det minsta antalet blommor som Andreas kan ha néir han
har skakat hand med alla?



Losning. Antalet sétt att ordna dem som skakar hand med Andreas ar dndligt, sa
det maste finnas ett minsta mojliga antal blommor. Lat oss numrera personerna fran
2 till n i den ordning som de skakar hand med Andreas och 1at ko, k3, ..., k, vara den
permutation (ordning) av talen 2,3,...,n som motsvarar respektive antal blommor i
startliget (Andreas moter alltsa forst person nr 2, som fran borjan ar forsedd med ko
blommor, darefter person nr 3, som i utgangslaget har k3 blommor osv). Lat N vara
antalet blommor som Andreas har nar han har skakat hand med alla.

Antag att det finns ett index ¢ sddant att k; < k;11. Ett sadant index existerar for
varje permutation skild fran n,n —1,...,3,2. Person nr ¢ har alltsd a = k; blommor
fran borjan, medan person nr ¢ + 1 har b = k; 1 blommor, dér a < b. Vi ska visa att
man genom att lata personerna i och ¢ + 1 byta antalet blommor, dvs sa att person
nr ¢ har b blommor och person nr ¢+ 1 har a blommor, antingen lamnar N of6érandrat
eller minskar det.

Lat m vara det antal blommor Andreas har nar han kommer fram till person nr i.
Om m < a — 1 kommer Andreas att fa en blomma av savil nr ¢ som av nr ¢ + 1.
Detta giller d&ven om vi later antalet blommor for de bada byta plats. Om m =a —1
kommer Andreas att fa blommor av bada, men om nr 4 i stillet har b blommor och
nr i + 1 har a blommor kommer Andreas bara att fa en blomma (vi har da m < b
men m + 1 = a), dvs en minskning med en blomma. Om a < m < b far Andreas inte
nagon blomma av nr ¢, men déremot en av nr ¢ + 1. Om de bada personerna byter
antal blommor med varandra kommer Andreas att f& en blomma av den férste men
inte av den andre. Totala antalet blommor som Andreas far ar alltsa oférandrat. Om
slutligen m > b kommer ingen av de bada att ge Andreas nagon blomma; detta géller
dven om antalet blommor skiftar mellan de bada.

Sammanfattningsvis kommer ett skifte av blomantal mellan personerna ¢ och ¢ + 1

antingen halla N-viardet oférandrat eller minska det med 1. Detta betyder att om
vi upprepade ganger later blomantalen byta plats for tva personer i foljd, dar den
senare har fler blommor &n den forre, kommer N att minska eller ligga konstant.
Om vi fortsdtter med att skifta blomantal pa detta sdtt kommer vi efter ett dndligt
antal steg na den permutation som innebér att talen 2,3,...n bildar en monotont
avtagande foljd (”slutfoljden”): n,n —1,...,3,2. For varje blomantalsbyte kommer
nédmligen P, = antalet par av personer 4, j, med i < j, for vilka k(i) < k(j) (vi
uppdaterar permutationen ks, ks, ..., ky, 1 varje steg), att minska med 1 i varje steg
tills P, antar vardet 0, vilket géller om och endast om permutationen &r lika med
slutféljden. Oavsett vilken permutation vi startar med kommer proceduren att leda
oss till slutfoljden, dvs viardet pa N for denna foljd ar mindre eller lika med véardet
for varje annan f6ljd. For slutfoljden géaller att om n dr udda far Andreas (n — 1)/2
blommor, vilket ger N = (n+1)/2; om n ar jamnt far han (n+1)/2, dvs N = (n+2)/2
blommor.

Anm. Eftersom inte varje steg i proceduren ger en minskning av N, kan minimum
ha antagits innan slutfoljden har natts. Som exempel kan ndmnas att om Andreas
skakar hand med fem andra, som i tur och ordning har 6, 5,4, 3, 2 blommor far Andreas
sammanlagt 4 blommor. Samma antal far han exempelvis fér ordningen 4, 5,6, 3, 2.

Svar: (n+1)/2 om n ar udda, (n+2)/2 om n &ar jamnt



Problem 3. Lat «, 8, v vara vinklarna i en triangel. Om a, b, ¢ &ar triangelns
sidlangder och R ar den omskrivna cirkelns radie, visa att

R(a® 4+ b + c2)

Ccos T
abc )

cot a+ cot B+ cot v = (cotx:

sin x
Lo6sning. Enligt sinussatsen anvénd pa triangeln ar (a kan véljas att sta mot « osv)

a b c

=2R.

sina  sin 8 ~ sin vy
Vansterledet i uppgiften kan nu skrivas

cos @ Cos
o sf, )y
sina  sin 8 sin vy a b c

cos a  cos B cos
( +—)

R
= 7(2bc-cos a + 2ac - cos 8+ 2ab - cos 7).
abc

Enligt cosinussatsen anviind pa triangeln ar a? = b? 4+ ¢ — 2bc - cos «, b? = a® + ¢* —
2ac - cos 3 och ¢ = a? + b% — 2ab - cos 7, varfor vinsterledet overgar i

R
%((b2+62_a2)+(a2+62_b2)+(a2+b2_62))
R(a® +b* + ¢?)

abc

Likheten ar darmed visad.

Problem 4. Pa randen till en cirkelskiva finns ett antal bagar. Varje par av bagar
har minst en punkt gemensam. Visa att man pa cirkeln kan vélja tva diametralt
motstaende punkter sddana att varje bage innehaller minst en av dessa tva punkter.

Losning. For en godtycklig punkt P med antipoden (dvs den diametralt motstaende
punkten) @, géller att bagar som adr > 180° automatiskt innehaller nagon av dessa
punkter. Lat oss darfor anta att alla bagar ar < 180°.

Vilj en punkt C; som tillhér minst en av bagarna och lat Cy vara punktens antipod.
Maéngden av bagar kan nu delas in i tre disjunkta delméngder: M, Ms och Ms,
dér M; ar méngden av alla bagar som innehaller punkten C;, My ar méngden av
alla bagar som innehaller punkten Cs och M3 &r méngden av alla bagar som varken
innehaller C eller C5. De bada punkterna delar upp cirkeln i tva halvcirklar . Vi
inser att eventuella bagar i M3 endast kan finnas i den ena av dessa halvcirklar,
eftersom bagar fran skilda halvcirklar inte kan ha nagon punkt gemensam. Lat S
vara den halvcirkel som innehaller eventuella bagar fran mangden M3 och lat S’ vara
den andra halvcirkeln. Om méangden M3 ar tom, kan C och Cs véljas som punkterna
A1 och A, respektive.

Betrakta méangden av bagar i M; (méngden ar ju icke tom). Lat B; vara den bage
B i M, for vilken B NS ar kortast och antag att By N.S = bagen C1A;. Vi ska visa
att A; och dess antipod A uppfyller uppgiftens villkor.

Valet av punkten A; gor det klart att varje bage fran M7 innehaller denna punkt. Vi-
dare maste varje bage i méngden M3 ha en icke tom skéirning med By, och foljaktligen
tillhér A, varje sadan bage.

Kvar har vi bagarna i mangden M,. Antag att bagen B € My. Om BN B; innehaller
Ay sa ar vi klara. Annars maste B N B; innehalla punkter pa halvcirkeln C'’ och
eftersom By < 180° kan B; inte innehalla punkten As, dvs bagen B maste innehalla
denna punkt. Darmed ar pastaendet visat.



Problem 5. Anna och Bengt spelar ett spel ddr man lagger dominobrickor (av storlek
2 x 1) pa briaden som bestar av n x 1 rutor. Brickorna maste placeras sa att de técker
exakt tva rutor. Spelarna turas om att ldgga var sin bricka och den som lidgger den
sista brickan vinner. De spelar en gang for varje n, dar n = 2,3,...,2007. Visa att
Anna vinner minst 1505 av gangerna om hon alltid bérjar och bada spelar optimalt,
dvs om de i varje drag gor sitt basta for att vinna.

Losning. Om n ar jamnt kan Anna alltid se till att hon vinner. Hon boérjar lampligen
med att placera sin forsta bricka i mitten, dvs sa att de técker rutorna 7 och 5 + 1.
Brédet delas da i tva lika delar, vardera med % — 1 rutor. For varje drag som Bengt
gbr genom att lagga sin bricka 6ver tva rutor pa den ena hélften av bradet, kan Anna
alltid kopiera draget pa den andra hélften och dér placera sin bricka 6ver motsvarande
rutor. Nar Bengt har gjort sitt sista mojliga drag, har Anna sin kopieringsmojlighet

kvar och kan ldgga den sista brickan.

Om n ar udda kan Bengt i vissa fall ordna en vinst. Om n = 3 vinner alltid Anna,
eftersom bara en bricka kan liggas ut, men om n = 5 vinner Bengt. Det spelar
némligen ingen roll var Anna placerar sin forsta bricka; det kommer sedan alltid att
finnas tva intilliggande rutor o6ver vilka Bengt kan placera nésta bricka och avsluta
spelet. Pa ett briade for vilket n = ng ar udda och dar Bengt vinner om de bada
spelar pa basta satt, kan Anna alltid ordna en vinst pa bradet med n = ng + 2 rutor.
Om Anna placerar sin forsta bricka 6ver rutorna 1 och 2, aterstar ett reducerat bride
med ng rutor pa vilket Bengt sétter sin forsta bricka och saledes forlorar om bada
spelar optimalt.

Sammanfattningsvis noterar vi att Anna alltid vinner om hon spelar pa ett brade dar
n ar ett jamnt tal. Det finns 2006/2 = 1003 sadana braden. Antag att Bengt vinner
pa bradena som svarar mot de udda talen ny,no,...,n,,. Har maste det alltsa galla
att n;11 —n; > 4. Bengt kan alltsa pa sin héjd vinna vartannat av spelen pa briaden
for vilka n ar udda. Eftersom det totalt ar 1003 briaden svarande mot udda n-varden,
dvs 1002 braden réknat fran n = 5, kan Bengt i bésta fall vinna 501 av dem, vilket
betyder att Anna vinner atminstone de 501 6vriga. Vi har redan konstaterat att Anna
vinner nar n = 3. Hon vinner alltsa for samtliga 1003 jémna n-varden och fér minst
1+ 501 = 502 udda n-varden vilket totalt ger minst 1505 n-varden.

Problem 6. I planet ar en triangel given. Bestdm alla punkter P i planet sadana att
varje linje genom P som delar triangeln i tva delar med samma area maste ga genom
ett av triangelns horn.

Lo6sning. Varje linje som gar genom nagot av triangelhérnen och delar triangelarean
i tva lika delar, maste passera genom mittpunkten av den sida som star mot hornet.
Det racker foljaktligen att studera punkter P som ligger pa nagon av medianerna
eller deras forlangningar. De tre medianerna passerar genom en och samma punkt
M. Den delar varje median i férhallandet 2:1 fran hérnet rdknat. Det betyder att P
antingen sammanfaller med M och ligger pa alla tre medianerna eller ligger pa exakt
en av medianerna.

Betrakta medianen AD, pa vilken punkterna J, M och K &r markerade: .J &r

mittpunkten pa AD, M &r skarningspunkten mellan de tre medianerna, dvs ||’ZA1;[|‘ = %,
medan % = % (se figur 1). Det sistndmnda sambandet innebér att en linje genom

K och som ar parallell med sidan BC delar triangelarean mitt itu.



m = medianens langd Figur 1

B D C

For punkter P pa medianen AD eller dess forlingning giller det att avgdra om det
finns nagon linje som passerar genom P och delar triangelarean mitt itu, men som
inte passerar genom nagot av hornen.

Vi ska visa att en sadan linje existerar for alla P mellan J och K, utom for M och den
forsta dndpunkten, J. For den andra dndpunkten, K, existerar dock en sadan linje.
Linjer som passerar punkterna J, M och de punkter som inte tillhor strickan JK
maste foljaktligen passera nagot av triangelns horn for att arean ska kunna halveras.

(0) Vi kommer att fa anvindning av foljande resultat. Lat P vara en godtycklig
punkt pa medianen AD och som inte sammanfaller med nagon av andpunkterna.
Drag strackan GH genom P, med G pa AB och H pa AC, parallell med sidan BC.
Drag striackan RS genom P, med R # G pa AB och S # H pa AC (se figur 2). Viska
visa att triangeln ARS har storre area an triangeln AGH. Det riacker att behandla
fallet nar R ligger mellan G och B

Lat oss forlanga strackan RS Over S till punkten T, sa att strickan T'H ar parallell
med strackan GR. Trianglarna RPG och T'PH blir da kongruenta, eftersom strackan
GH delas mitt itu av medianen AD och vinklarna &ar parvis lika. Vi observerar att
/SHT = /BAC. Eftersom triangeln T'PH innesluter triangeln SPH och trianglarna
inte kan vara identiska, ar area( ARPG) = area(ATPH) > area(ASPH), varav foljer
att area(AARS) > area(ANAGH).

Figur 2

Lat oss nu betrakta de olika fallen av lagen for punkten P.

1) Om P sammanfaller med A eller D, alternativt ligger pa forlingningen av medianen
AD, ar det endast linjen som innehaller medianen AD som delar arean mitt itu. Nar
vi vrider linjen kring P &ndras férhallandet mellan triangeldelarnas areor monotont.

2) Antag att P ligger mellan A och J, med A exkluderad och J inkluderad. Drag
RS genom P med R pa AB och S pa AC (se figur 3). Triangeln ARS kommer da
att inneslutas i nagon av trianglarna ABFE och ACF, men kan inte sammanfalla med

nagon av dem, varfor arean maste vara mindre an %



Figur 3

Antag att R i stallet ligger pa BC. Det rédcker att studera fallet ndr R ligger mellan
B och D. Punkten S kommer da att ligga pa AC, mellan A och E (se figur 4). Lat
oss forlanga strackan RS 6ver S till punkten T', sa att strickan AT &r parallell med
strackan RD. Trianglarna DPR och APT blir da likformiga, eftersom vinklarna &r
parvis lika. Vi observerar att /TAS = /ACB. Eftersom striackan PD &r lika lang
som eller langre an strickan AP, ar area(ADPR) > area(AAPT) > area(AAPS),
varav foljer att area(ASRC) > area(AADC), dvs &r > 1.

Figur 4

B R D C

3) Vi betraktar nu fallet P = M (se figur 5). Om P ligger i medianernas skirningspunkt,
maste varje linje som delar triangelarean mitt itu passera genom nagot av trian-
gelh6rnen. Antag motsatsen, dvs att det existerar en linje som delar triangelarean i
tva lika delar, men inte passerar nagot av hornen. Det racker att studera fallet néar
linjen genom P skir sidan BC' i en punkt R mellan B och D och saledes sidan AC' i
en punkt S mellan A och E. For att strackan RS ska dela arean av triangeln ABC
mitt itu, maste trianglarna AMS och RM D ha samma area, eftersom median AD
halverar arean. Av motsvarande skil maste trianglarna BM R och SM E ha samma
area. Detta leder till sambanden (vertikalvinklar u och v enligt figuren)

1 1
§2tdsin u = §€t sin w och

2sesin v = ~dss
B Sesin v = 9 Ssin v,

dvs om vinklarna u och v bada ar skilda fran 0 har vi e = 2d och 2e = d: motségelse.
Strackan RS kan foljaktligen inte dela triangelarean mitt itu. Varje linje genom M de-
lar upp triangeln ABC' i tva delar, en deltriangel och en fyrhoérning, dér deltriangelns
area alltid &r mindre &n fyrhorningens area, utom i de tre fall nér linjen innehaller en
median till triangeln ABC'. Antag att det finns en deltriangel med area > % Antag
att denna deltriangel innehaller hérnet C'. Men den deltriangel som avskérs av en
linje genom M parallell med AB har arean (%)2 = % < % Av kontinuitetsskél finns
det da en linje genom M vilken skéir av en triangel som innehaller C' och som delar

arean mitt itu: motségelse.



Figur 5

4) Antag nu att P ligger mellan K och D (se figur 1). Vi vet att den linje genom
K som é&r parallell med sidan BC' delar triangelarean mitt itu, sa lat oss anta att
P # K. Varje linje genom P som skir AB i en punkt R och sidan AC i en punkt S
avskér en deltriangel, vars area ar minimal om RS ar parallell med BC' enligt resultat
0) (se figur 2). Men ”parallelltriangeln” har en area som &r > %, dvs arean av varje
deltriangel ARS &r darfor > %

Om R i stallet ligger pa sidan BC och S pa nagon av de andra sidorna, kommer
strackan RS att avskdra en deltriangel som innehéaller nagot av hérnen B och C.
Ingen sadan triangel kommer att innehalla punkten M. Enligt 3) maste arean for
varje sadan deltriangel vara < % Endast linjen som innehaller AD kan dérfor halvera
arean.

5) Antag nu att P ligger mellan J och M (se figur 6). Betrakta strickan RS genom P,
dir R ar en punkt pa BC och S en punkt pa AC. Lat vinkeln mellan medianen AD
och strackan RS vara u. Vi vet att AP ar langre &n PD. Genom att gora vinkeln u
tillrackligt liten kan vi se till att ocksa S P ar langre &n PR. Arean av triangeln RPD
&r da lika med 1|RP|-|PD|-sin u, vilket ir mindre &n $|AP|-|PS|-sin u, dvs mindre
an arean av triangeln APS. Det innebér i sin tur att triangeln SRC har mindre area
an triangeln ADC, dvs ar < % Om vi nu flyttar R langs DR tills R sammanfaller
med hornet B och samtidigt flyttar S pa sidan AC sa att RS passerar genom P
kommer den sa avskurna triangeln att innehalla triangeln EBC, vilket betyder att

den nu avskurna triangeln har en area som ar > %, varfor det av kontinuitetsskal

maste finnas ett mellanliggande l4ge for vilket arean halveras.
A

Figur 6

B R D C

6) Om slutligen P ligger mellan M och K kan vi anvinda ett kontinuitetsresonemang
liknande det i 5) (laget for punkten P i figur 6 blir alltsa nedanfér M). Om strackan
genom P, med andpunkter R och S, &r parallell med sidan BC, ar arean av triangeln
ARS mindre &n % Om vi darefter flyttar R langs AB tills R sammanfaller med B
och S salunda ror sig langs AC, kommer triangeln ARS att innehalla triangeln ABE
och vi finner att triangeln ARS i sitt nya ldge har en area som ar > % Foljaktligen
maste det finnas ett mellanliggande lage for vilket triangelarean halveras.



