SKOLORNAS MATEMATIKTAVLING
Svenska matematikersamfundet

Finaltavling 1 Umed den 18 november 2017

1. Ett visst spel for tva spelare gar till pa foljande sdatt: Ett mynt placeras pa den forsta
rutan i en rad med nio rutor. Spelarna Xenia och Yngve turas om att gora nagot av
foljande drag: flytta myntet framat ett steg, flytta myntet framat fyra steg, eller flytta
myntet bakat tva steg. For att ett drag ska vara tillatet maste myntet landa pa nagon av
de nio rutorna. Man vinner om man flyttar myntet till den nionde rutan.

Vem vinner, givet att Xenia gor det forsta draget, och bada spelarna spelar optimalt?

Losning. Man kan teckna ett vinst-forlust-diagram, dar V star for siker vinst for den
spelare vars tur det ar, och F star for sdker forlust for den spelare vars tur det ar.

I ett forsta steg kan man fylla i F i ruta 9, eftersom man redan forlorat om myntet ligger
dér och det ar ens tur, och ett V i rutorna 5 och 8, eftersom man dérifran med ett tillatet
drag kan vinna direkt.

I nésta steg kan man fylla i ett F i ruta 7, eftersom de enda tillatna dragen (1 framat
eller 2 bakat) leder till en ruta diar motspelaren vinner. Sammantaget fas da diagrammet
nedan:

1121314567819
\Y F|V | F

Dérefter kan man observera att rutorna 6 och 3 ar vinnarrutor, eftersom man dérifran
kan flytta direkt till ruta 7, som ju &r en forlustruta. Vi far diagrammet nedan:

1121314567819
v{ |[V|V|F|V]|F

Observera att ruta 4 inte kan analyseras riktigt &n. Ruta 2 &r dock en forlustruta, eftersom
de enda tillatna dragen leder till ruta 3 eller 6, som &r vinnarrutor. D&rfér &r ruta 4 en
vinnarruta, eftersom man dérifran kan flytta till ruta 2. Vi far diagrammet

112131456789
FIVI VIV IVI|F|V|F

Slutligen ar alltsa ruta 1 en vinnarruta, eftersom man darifran kan flytta till ruta 2. Det
ar alltsa Xenia som vinner.

2. Lat p vara ett primtal. Bestdm alla par av relativt prima positiva heltal (m,n), sddana

att
p+m _m 1

p+n n  p?



Losning. En omskrivning leder till uttrycket (n —m)p® = np+n?. Dérmed méste n vara
delbart med p, det vill sdga n = kp, for nagot heltal £ > 1. Insdttning i ekvationen ger
(kp — m)p® = kp? + k*p*. Division med p? ger uttrycket (kp — m)p = k + k?, som kan
skrivas om som pm = k(p? — k — 1). Eftersom m och n ir relativt prima, det vill siiga
SGD (m,n) = 1, géller dven att SGD (m, k) = 1, och ddrmed maste k vara en delare till
p. Saledes géller k = 1, eller £ = p. Vi har alltsa nedanstaende fall att titta pa.

(i) k = 1: Sambandet mellan m,p och k ger pm = p* — 2, det vill siga 2 = p(p — m).
Primtalet p &r déarfor en delare till 2, och det foljer att p = 2. Vi far da m =1 och n = 2.

(ii) k = p: Sambandet mellan m,p och k ger m = p*> — p — 1, och vi far ocksa att n = p*.

Inséttning visar att de funna paren l6ser ekvationen. Det finns alltsa tva losningar:
(man) = (17 2)7 och (man) = <p2 —pP— ]-7 p2)

3. Striackorna AB och C'D ligger i rummet, inte nédvéndigtvis i samma plan. Punkten
X &r mittpunkt pa striackan AB, och punkten Y ar mittpunkt pa C'D. Givet att punkten
X inte ligger pa linjen C'D, och att punkten Y inte ligger pa linjen AB, visa att

2|XY| < |AD| + |BC|.
Néar uppnas likhet?

Losning. Lat O vara mittpunkten pa strickan AC. Enligt triangelolikheten giller?
XY < XO + OY, med likhet om och endast om O ligger pa striackan XY. Trianglarna
ABC och AXO ar likformiga, enligt sida-vinkel-sida-fallet, och det foljer att
X0 AX 1
B_O = E = 5, det wvill séga att 2X0 = BC.
Pa samma sétt fas att 2YO = AD, sa att 2XY < AD + BC, med likhet om och endast
om O ligger pa striackan XY

Att O ligger pa strackan XY medfor att strickan XY &r parallell med savidl BC' som
AD, vilket i sin tur ger AD||BC. (Bland annat foljer att de fyra punkterna ligger i ett
plan.) For att O ska kunna ligga pa striackan XY maste C' och D ligga pa samma sida
om linjen AB (annars ligger hela strackan XY inuti fyrhérningen DBC A och kan dédrmed
inte innehalla nagon av dess sidors mittpunkter). Det betyder att likhet intraffar om och
endast om fyrhérningen ABC' D &r ett parallelltrapets.

4. Lat D vara fotpunkten fér hojden mot BC' i triangeln ABC'. Lat E vara skirningen
mellan AB och bisektrisen till C'. Anta att vinkeln ZAEC = 45°. Bestéam vinkeln Z/EDB.

IT fortsittningen anviinder vi beteckningen PQ istillet for | PQ)|.



1
B A/ D

Lo6sning 1. Spegla punkten A i linjen C'E till punkten A’. Punkten A’ ligger pa linjen
BC, eftersom CE &r bisektris till ZACB. Pa grund av spegelsymmetrin dr AAA'C
likbent. Vi har CA" = CA > CD, sa punkten D ligger mellan C' och A’. Enligt villkoren
och spegelsymmetrin géller att Z/CEA" = ZCEA = 45°, sa att AAFA’ ar réatvinklig
och likbent, alltsd ar ZEAA" = 45°. Eftersom AAA'D ocksa ar ratvinklig, och AA’
ar hypotenusa i bada dessa trianglar, har vi att punkterna A, E, A’, D ligger pa cirkeln
med diameter AA’. Enligt randvinkelsatsen ar den onskade vinkeln ZEDB = /ZEDA' =
/JEAA = 45°.

_1
Q

Losning 2. Dra bisektrisen till ZADC och lat F' vara skdrningen mellan den bisektrisen
och CE. Eftersom F &r skdrningen mellan tva bisektriser i triangeln AADC', och de
tre bisektriserna i en triangel skdr varandra i en punkt, maste AF vara bisektrisen till
/ZDAC. Vidare ér ZAEF = ZADF = 45°, och punkterna D och F ligger pa samma sida
linjen AF. Enligt omviandningen till randvinkelsatsen ar fyrhérningen AEDF inskriven
(det vill sdga, punkterna A, E, D, F' ligger pa en cirkel). Lat ¢ = LECA = LFCA =

1
ZFCD = /ZECD. Dablir ZDAF = /FAC = 3" (180° — 90° — 2¢) = 45° — ¢ och, enligt

randvinkelsatsen, &r ocksa ZDFEF = 45° — ¢. Yttervinkelsatsen pa triangeln DEC' ger
till sist att ZEDB = ZDEC + ZECD = (45° — ) + ¢ = 45°.

Lo6sning 3. Beteckna vinklarna i AABC vid A, B,C med «, (3,7, respektive. Enligt
yttervinkelsatsen har vi /ZBEC = o + % = 135°, och ZAEC = § + % = 45°, vilket
medfor a = 90° + 5 > 90°. Sidovinkeln till vinkeln vid A &r da spetsig, och den &r
(aterigen enligt yttervinkelsatsen) lika med 45° 4 %, sa att 2- (450 + %) =90°+~. Lat P
vara den punkt pa linjen AB, som uppfyller CP = CA, P # A. Ovanstaende resonemang
visar att A ligger mellan B och P, samt att

/PCB = /PCA+ ZACB = (180° — (90° + 7)) + v = 90°.



Dérmed har vi ABPC ~ ABAD. Tillsammans med bisektrissatsen ger det

AE CA (CP DA

BE CB CB DB’
och av bisektrissatsens omvandning foljer nu att D E &r bisektris till ZAD B, vilket betyder
att ZEDB = 45°.

5. Bestam en konstant C' sadan att

s
ab+bec+ca —

)

dar a,b,c ar sidlangderna i en godtycklig triangel, och S dr samma triangels area. (Full
poéng ges for den bésta mdojliga konstanten, med motivering.)

1
Lo6sning 1. Vi anvénder formeln S = 3 absin -y, etc. Det ger

28 28 28

ab + bc + ca sin’y+sina+sin6 2 2 2
= = — + — + = > 6.
S S sina  sinf8  sinvy
1

En mojlighet &ar alltsa att vélja C = 5

En battre, det vill siga mindre, konstant far vi om vi inser att den minsta vinkeln i varje

4
triangel &r mindre &n eller lika med 60°. Vi kan da ersétta en av kvoterna med —= istéllet

V3
for 2.
V3

3
Vi ska visa att den basta mojliga konstanten &r R Vi méaste visa att (i) C' = 1o
fumgerar; (i) inget mindre C-virde fungerar.

(1) Vi visar forst olikheten
1 1 1
(r+y+2) (——I———i——) > 9,
r oy =z

for alla positiva tal x,y, 2. Vi har

1 1 1 T z zZ x
(w+y+z)(—+—+—>:1+1+1+(—+y)+(y+—)+<—+—)Z
r Yy =z Y
>3+2+24+2=9,

med likhet om och endast om x =y = z.

Det betyder att olikheten
2 2 2 S 1

— + — + - =
sina  sinf siny — C

som kan skrivas om som

2 2 2 1 1 1 sin « + sin J + sin 1
+ 2.( ot ) frasiny

sina  sinf  sinvy

sina+sinB+siny — C’

sina  sinf  sinvy
kommer garanterat att géilla om olikheten

sina + sin 3 + siny <

18 ¢




galler. For att hitta den bésta mojliga konstanten maste vi alltsa hitta det storsta vardet
sin a + sin # + siny kan ha, nér «, 8,y ar vinklarna i en triangel. Vi har

sina + sin 8 + siny = sina + sin § + sin(a + §) =

. 195 (07 «
= sin sin cos —.
2 2
2
Eftersom 0° < % < 00°, och 0° < 2P 180°, har vi att 0 < cos% < 1, och
2
0 < sin az b < 1, med likhet om och endast om 28 + a = 180°, det vill séiga nar § = v

och triangeln &r likbent. Det &r nu enkelt att maximera funktionen g(«) = sin a+ 2 cos %

for 0 < o < 7. Vi har g(0) = g(7) = 2, medan derivatan® ¢’(«) blir lika med 0 for o = g
3v3

och g (g) = T\/_ > 2. Det storsta viardet antas alltsa i g Inséttning ger att

Y

S <\/§
ab+bc+ca — 12’

med likhet om och endast om triangeln ar liksidig.

(7i) Att det finns en triangel som ger likhet betyder att konstanten inte gar att forbattra
ytterligare.

Anmdrkning. Man kan istéllet anvinda konvexitet och Jensens olikhet. Betrakta funktio-
o sin® x + 2 cos® x ,
nen f(x) = ——. Derivering ger att f”(x) = — >0 for 0 < z < m, vilket
sin sin® x
betyder att funktionen f &r konvex i intervallet (0, 7). Enligt Jensens olikhet géller da

2 1W_f(a+6+v)Sf(a)+f(6)+f(v) 1,( 2 2 2 )

3 6

= ; : + =
3 sina  sinf = sinvy

\/g_sin——
3

3
och det foljer att konstanten C' = 12 fungerar.

Losning 2. Vi borjar med att anvinda olikheten mellan aritmetiskt och geometriskt
medelvarde for tre tal samt areaformeln

abc
S_ E.
Vi har
3 S 8 g 1
ab+bc+ca = Va2 (4R)3S: (4R)%

Vi ar alltsa intresserade av den storsta arean en triangel, inskriven i en cirkel med radien
R, kan ha. Av alla trianglar, inskrivna i en given cirkel adr det den liksidiga som har
storst area. Vi presenterar hér ett analytiskt bevis, men pastaendet kan &ven visas helt
geometriskt.

Betrakta en godtycklig triangel, inskriven i en cirkel med radie R. Fixera en av dess sidor,
som ligger mot en spetsig vinkel. Om triangeln inte ar likbent med den valda sidan som

ZNotera att (sinx)’ = cosz och (cosx)’ = —sinx endast giiller om z miits i radianer.



bas, sé finns det en triangel med storre area, det dr den inskrivna liklbenta triangeln (med
den valda sidan som bas). Vi kan déirfér utan inskriinkning® anta att vi endast betraktar
likbenta trianglar och jamfor deras areor med varandra. Beteckna vinkeln mot den valda

sidan med 2¢. Det giller alltsa att hitta det virde pa ¢ € [O, %}, for vilket triangelns

area ar storst. Vi har

C

ch. C.Ztancp _

S(p) = 5 = 5

1
3 2Rsin2¢ - 2R cos® ¢ = 2R*sin2pcos’ p, ¢ € (O, %) .
Vi ska hitta max S(y), for ¢ € [0, ﬂ Vi har S(0) =0, och S <£> = R?. Derivatan

S'(¢) = 2R? (2 cos 2¢ cos® p — 2sin 2¢ cos psin ) = 4R? cos p cos 3,

2
31 \/§ > R%. Den

storsta arean fas alltsa for toppvinkeln som ger en liksidig triangel. Insdttning ger aterigen
den bésta konstanten vi fann tidigare.

blir lika med 0 en enda gang i intervallet, for ¢y = %, och S(¢o) =

Anmdrkning. Man kan anvénda olikheten mellan aritmetiskt och geometriskt medelvirde
en gang till for att fa

S S vabe a+b+c
< - < :
ab +bc+ ca — 3/ q2b2c2 12R — 36R

med likhet om och endast om a = b = ¢, det vill sdga triangeln &r liksidig. Sedan anvinder
man att a = 2R sin «, etc, och avslutar som i l6sning 1.

6. Lat a,b, c,x,y, 2z vara reella tal sadana att t+y+2 =0,a+b+c > 0, ab+bc+ca > 0.
Visa att
ax® + by* + cz* > 0.

Losning. Vi kan utan inskrénkning anta att a > b > ¢. Da dra > 0. Om ¢ > 0 &r
slutsatsen trivial. Antag att tva av talen a, b, ¢ &r negativa, det vill sdga att b < 0 och
¢ < 0. Multiplikation av olikheten a > —b—c med b respektive ¢ ger da ab < —b* —cb, och
ca < —cb—c?, varav ab+bc+ca < —b? —c® —be < 0, i strid mot villkoret ab+ be+ca > 0.

Vi antar darfor i fortsittningen att a,b > 0, och ¢ < 0. Da géller a+b > 0, c(a+b) > —ab,
och

(a+b)az® + (a+ b)by* + (a + b)cz® > (a + b)az® + (a + b)by* — ab(x + y)*.

Forenkling av hogerledet och olikheten mellan aritmetiskt och geometriskt medelevirde
ger

(a+b)ar® + (a+ b)by* — ab(x +y)* = a’2® + b*y* + ab(z® + y* — (v + y)*) =
= a’z? + b*y* — 2abzy >
> 2ablxy| — 2abzy = 2ab(|zy| — zy) > 0.

3Notera att man inte kan bevisa pastaendet genom att upprepa samma resonemang med en annan
sida.



Eftersom a + b > 0 medfor detta att ax® + 3% + 22 > 0, med likhet om och endast om
c(a +b) = —ab, (a|lz| — bly|)? = 0, och |xy| = xy, vilket ger ax = by, och (a + b)cz =
ab(x +y) = b*y + aby = (a + b)by, och det foljer att by = cz. Da har vi az? + by? + c2? =
ar?® + ary + axz = ax(r +y + 2) = 0.

Antag nu att a > b > ¢ > 0, och likhet rader i olikheten, det vill siga ax? + by* + cz? = 0.
Oma=b=c=0sdharviar =by=cz=0. Oma > b= c =0, sa giller ax? = 0, sa
att © = 0, och az = 0 = by = cz. Om slutligen @ > b > ¢ = 0, sa har vi az® + by? = 0,
vilket ger x = y = 0, och aterigen ax = by = cz = 0.

Olikheten ax? 4 by? + cz? > 0 giiller alltsa med likhet om och endast om ax = by = cz.



