SKOLORNAS MATEMATIKTAVLING
Svenska matematikersamfundet

Finaltdvling den 21 november 2020

1. Hur manga av talen 1-2-3, 2-3-4, ..., 2020 -2021 - 2022 &r delbara med 20207

Losning. Talet 2020 har primtalsfaktorisering 2% -5 - 101. Ett tal ar delbart med 2020
om och endast om det ar delbart med 4,5 och 101. Betrakta ekvationerna

n-(n+1)-(n+2)=0(mod 4,5 eller 101).

Viser att n = —2, —1, eller 0 modulo vart och ett av talen 4,5, 101. Det finns 27 méjliga
kombinationer. Enligt den kinesiska restsatsen finns det fér var och en av kombination-
erna ett entydigt bestdmt tal mellan 1 och 2020 som satisfierar den. Antalet losningar
ar alltsa 27.

Anmdarkning. Man kan 16sa uppgiften utan att anvinda den kinesiska restsatsen genom
att helt enkelt lista de 27 méjliga fallen.

2. Medianerna till sidorna AC och BC i triangeln ABC' &r réitvinkliga mot varandra.
Visa att

Losning. Lat P och () vara mittpunkterna pa AC respektive BC. Betrakta fyrhérnin-
gen APQB. Denna ar ett parallelltrapets, dir AB och PQ &r parallella, |AB| = 2|PQ)|,
och diagonalerna AQ och BP é&r vinkelrdta mot varandra. Lat O vara skirningspunkten
mellan AQ och BP.

Vm? + 4n?

Trianglarna AOB och QOP #r likformiga med koefficient 2 : 1. Lat m = |OQ)| och
n = |OP|. Da har vi |OA| = 2m och |OB| = 2n. Pythagoras sats ger |BQ|?> = m? + 4n?

och |AP|? = 4m? + n?. Det foljer att Jgglé = fn";ij;i, och vi far olikheterna

1 B 4m? 4+ n? - 4m? + n? - 4m? + 16n?
4 16m2+4n2 ~ m?2 + 4n? m?2 + 4n?
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Dérfor géller

1_14P_,
2 [BQ|
Slutligen, ;ﬁgk = ;'g?' = Jg?', s4 att 5 < E—gi <2
3. Bestam alla begriansade funktioner
fTR—=>R,

som uppfyller
F(f (@) +y) = flx) + fy),

for alla reella x, y.

Losning. Om f dr en konstant funktion, f = C, giller att C = C' + C, sa att C = 0.
Omviént, f = 0 satisfierar ekvationen.

Antag nu att f inte dr identiskt lika med 0. Da finns ett reellt tal x; sadant att f(x;) # 0.
Vi har

F(f(z1) +21) = f(21) + f(21) = 2f (1),
FUf (@) +20) +21) = f(f(1) +21) + f21) = 3f (1),

Det foljer nu (induktivt) att f:s virdeméngd innehaller nf(z,) for varje positivt heltal
n. Eftersom f(z1) # 0 strider detta mot att f ar en begrinsad funktion.

Dérmed maste f vara en konstant funktion och vi far att den enda l6sningen ar f = 0.

4. Vilket ar det minsta positiva heltalet n for vilket det gar att hitta en (icke-degenere-
rad) n-horning med sidldngder 1, 2, ..., n, och dér alla horn har heltalskoordinater?

L6sning. Svar: n = 7. Att n = 7 ar mdojligt ses exempelvis ur nedanstaende figur:

Det dr klart att det inte gar for n = 3 (det finns 6verhuvud taget ingen triangel med
sidlangder 1, 2, 3).

For n = 4 konstaterar vi att alla sidor maste vara axelparallella, sa fyrhorningen maste
i sjdlva verket vara en rektangel, vilket forstas &r omojligt.

Varje stricka kan ses som en forflyttning i « och/eller y-led. Om vi har en fungerande
polygon, s& noterar vi att summorna av alla férflyttningar i z-led och y-led (med tecken)
var for sig maste bli 0, eftersom polygonen har samma start- och slutpunkt.

2



I synnerhet maste det finnas ett jaimnt antal forflyttningar av udda langd i bade z- och
y-led var for sig (ett udda antal udda forflyttningar kan omgjligen summera till 0 — ténk
kongruens modulo 2).

Om n < 10 maste alla strickor, utom den av lingd 5 vara axelparallella. Notera dock
att strackan 5 ger exakt en udda forflyttning i x- eller y-led, oavsett om den placeras
axelparallellt (54 0) eller "diagonalt” (3 + 4).

For n = 5 och n = 6 far vi saledes totalt tre udda forflyttningar (ur strickorna med
langd, 1, 3 respektive 5), och det kan alltsa inte finnas nagon sadan polygon for n = 5
eller n = 6.

5. Finn alla heltal a sddana att det finns nagot primtal p > 5 som delar
p—1 p—1 p—1\ 5 p—1\ 5
<2)+(3)a+<4)a+ +p_3a .

Losning. Lat p > 5 vara ett primtal och sétt

Xp(a):(p;1>+<p;1)a+< ;1>a2+...+(§:;)ap_;

Nedan anvinds = for att beteckna likhet modulo p.

Om a # 0 och 1+ a # 0, far vi tack vare binomialsatsen och Fermat att

a*Xy(a)=a((1+a)’ ' =1+ (p—1Da+(p—1)a" > +d"1))
=a(l—14+a+a"?-1)
=a’—a+1.

Om istéllet 1 +a =0, fas

aXya)=a(-1+a+ad"?-1)=a*>-2a+1=4#£0.

Om slutligen a = 0 kan vi konstatera X,(a) # 0 direkt ur definitionen.

Lat oss notera att a =0 =a’> —a+1=1locha=—-1=a?—a+1=3. Om p delar
a®> —a + 1 kan alltsa p inte dela a eller 1 + a. For alla heltal a &r a®> — a + 1 udda och
positivt. Dirfor finns ett primtal p > 5 som delar X,(a) om och endast om a* —a + 1
inte dr en trepotens. Vi har

a?—a+1=3"<2a=1++4-3m—3.

Om m > 2, kan inte 4 - 3™ — 3 vara en jimn kvadrat, eftersom talet ar delbart med 3
men inte med 9. Fér m € {0,1} fas a € {—1,0,1,2}.
Svar: Alla heltal utom —1, 0, 1 och 2.

6. En dndlig mingd av axelparallella kuber i rummet har egenskapen att varje punkt
i rummet ligger i hogst M olika kuber. Visa att man kan dela upp méangden av kuber
i 8(M — 1) + 1 delméngder (eller firre) med egenskapen att kuberna i varje delméngd
saknar gemensamma punkter. (En axelparallell kub &r en kub vars kanter ar parallella
med koordinataxlarna.)



Losning. Vi gor ett induktionsbevis 6ver antalet kuber n i mingden. Om n = 1
finns inget att visa. Antag att n > 1 och att pastaendet i problemet ar sant for fallet
med n — 1 kuber. Fixera en kub ) med minimal sidlingd. Pa grund av den minimala
sidlingden kommer varje annan kub Q som inte dr disjunkt med @ att innehalla minst
ett av Q:s 8 horn. Alltsa kommer det finnas hogst 8(M — 1) kuber Q som inte &r
disjunkta med ). Betrakta nu de n — 1 kuber i midngden som utgors av alla kuber
utom (). Enligt induktionsantagandet finns en uppdelning av dessa n — 1 kuber i hogst
8(M —1)+1 delméngder med disjunkta kuber. Om det skulle finnas férre &n 8(M —1)+1
delméngder kan vi ligga till si manga tomma méngder sa att det blir exakt 8(M —1)+1
delméngder. Vi noterar nu att kuben ) maste vara disjunkt med alla kuber i minst en
av dessa 8(M — 1)+ 1 delméngder, eftersom hogst 8(M — 1) kuber inte fr disjunkta med
(. Pastaendet foljer for fallet med n kuber och via induktion for godtyckligt n.





