SKOLORNAS MATEMATIKTAVLING
Svenska matematikersamfundet

Kuvalificeringstavling den 29 september 2020 - [osningar

1. Stadens sporthall har renoverats och de tretton ytterdérrarna dr nu omvéxlande
malade vita, roda och bla. Dorrarna ar antingen vita pa bada sidorna eller tvafiargade:
roda pa den ena sidan och vita eller bla pa den andra. Exempelvis kan en rédvit dorr
vara rodmalad pa utsidan och vitmalad pa insidan eller omvant.

Mila funderar 6ver den mérkliga fargsattningen och noterar foljande:

(1) Det finns dubbelt s& manga rédbla dorrar som helvita dorrar.

(2) Hos de 13 doérrarna ar 10 av de 26 sidorna vita.
Hur manga dorrar finns det av varje fargkombination?

Losning. Lat x vara antalet helvita dorrar, y vara antalet rodvita dorrar och z antalet
rodbla dorrar. Oversatta till ekvationer betyder Milas iakttagelser att

z =2, 2z +y = 10.

Dessutom vet vi att det totala antalet dorrar ar 13, sa att  + y + z = 13. Elimination
av z ger tva ekvationer for x och y

3z 4y =13, 2z +y = 10.

Vi far att © = 3, y = 4 och z = 6. Det finns alltsa tre helvita, fyra rodvita och sex
rodbla dorrar.

2. En liten robot hoppar omkring bland punktformiga 6ar pa en plan oéndlig ocean.
Oarna #r fordelade s att det ligger en 6 pa varje punkt dir bada koordinaterna #r heltal.
Roboten stéller en gang for alla in en fixerad hopplédngd som é&r ett positivt heltal, och
kan dérefter borja hoppa runt bland Garna.

Den minimala hoppldngden &r 2. Finn den minsta hopplangden roboten kan vélja om
den vill kunna bestka vilken 6 som helst. (Om roboten landar i vattnet blir den férstérd
och forlorar allt hopp.)

Losning. Lat s vara den hopplangd roboten stéller in. Att den hoppar fran punkten
(k,1) till punkten (m,n) med hopplangd s betyder att

Vim—k)?+(n—10)2=s,

sa att
(m—k)?* + (n—1)* = s

Vi undersdker heltalslosningarna till ekvationerna x? + y* = s*. Eftersom |z| < s och
ly| < s rdcker det att sdtta in x = 0, +1,...,+s for att hitta alla losningar. For
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s = 2, 3, 4 ar den enda mojligheten att en av de obekanta ar 0 och den andra =+s.
Dérmed kan roboten, om den véljer s = 2, 3 eller 4, endast rora sig i z-led eller i y-
led, sa att koordinaternas rester modulo 2, 3 eller 4 kommer hela tiden vara samma som
resterna for utgangpunktens koordinater och roboten kommer inte att kunna besdka alla
Oar. Den forsta hoppliangden som tillater att roboten ror sig snett ar s = 5, eftersom
3% 4+ 4% = 52. Vi ska visa att roboten vid hopplingd 5 kan rora sig ett steg at hoger;
symmetri ger sedan att den kan rora sig ett steg at véanster, upp eller ner. Vi kan utan
inskrankning anta att utgangspunkten ar on i origo. En mdojlig vag som leder fran ¢n i
origo till 6n i punkten (1,0) &ar

(0,0) — (=5,0) = (=2,4) — (1,0)

Den minsta hopplangden bland heltal storre dn eller lika med 2 som roboten kan vilja
om den vill kunna besoka vilken 6 som helst ar alltsa s = 5.

3. De positiva reella talen a och b uppfyller att
ava — (b +1)y/a = b.

1
Visa att /a + —= = V4 + b2
Vva

Losning 1. Vi skriver om likheten som

1
62+%b—(a—1):0.

Det betyder att b dr en positiv reell 16sning till andragradsekvationen

1
P+ —=1—(a—1)=0,

Va

och darmed att

a?—4a
b:—%&+\/§+4(a—1):—¢%+\/4a¢: 20— 1| -1
2 2 2\/a '

N

Ur omskrivningen ovan ser vi att

1
a—1=b+-—=0b>0.
a

7

Déarmed maste [2a — 1| = 2a — 1 gélla och det foljer att

2a — 2 1
b=24"°_

2\/a Ja’
sa att

e I (e o I e A

varur den onskade likheten foljer.



Losning 2. En omskrivning av den givna likheten ger

(a—V)Wa=va+b &  (Va-b(Va+dVa=a+b

Eftersom \/a + b > 0 foljer att

ValVa-b=1 &  Ja-—-=b

=
JVa

och vi avslutar som i 16sning 1.

4. Lat ABC vara en triangel med |AB| > |AC|. Punkten D ligger pa sidan AB och
ar sadan att |DB| = |AC|. Punkten E ligger pa triangelns omskrivna cirkel pa samma
sida om BC som A och ér sddan att |EB| = |EC|. Visa att DE och AC' &r parallella
om och endast om vinkeln ZBAC' é&r lika med 60°.

Losning 1. Enligt randvinkelsatsen ar /DBE = /ZABE = ZACE. Dérfor ar tri-
anglarna DBE och ACE kongruenta (SVS). Det foljer att |ED| = |EA|, triangeln
AED ér alltsa likbent. Vi drar slutsatsen att /EDA = /ZFAD = /EAB = ZECB =
90° — 1/BEC (da triangeln BCE ocksé ir likbent). Nu far vi

ZEDA =90° — %ABEC =90° — %ABAC.

Linjerna DE och AC ar parallella om och endast om /ZEDA = ZBAC, d.v.s. om

90° — %ABAC = /BAC.

Detta ar ekvivalent med ZBAC = 60°.

Losning 2 (alternativt avslut). Vi inleder som i 16sning 1 med att konstatera att
/ZDBE = ZABE = ZACE, att trianglarna DBE och ACFE ar kongruenta samt att
|ED| = |EA| och triangeln AED alltsa ar likbent, sa att ZEDA = ZEAD. Att DE||AC
ar ekvivalent med att /ZEDA = ZBAC, och alltsa med att /BAE = ZBAC, vilket
i sin tur ar ekvivalent med att kordorna BE och BC' &r lika langa, eftersom punkten
A ligger i det inre av vinkeln C'BE. De tva kordorna &r lika langa om och endast om
den likbenta triangeln BC'E i sjélva verket &r liksidig, vilket ar ekvivalent med att dess
toppvinkel ZBEC = 60°. Det aterstar nu bara att notera att /ZBEC = ZBAC, enligt
randvinkelsatsen, och vi ar klara.



5. Varje ruta i ett 100 x 100 rutndt kan malas i rod, gron eller bla farg. En L-formad
figur bestaende av tre rutor kallas vacker om alla tre fiargerna forekommer. Bestdm det
storsta mojliga antalet vackra L-formade figurer man kan uppné i rutnétet. (En ruta
kan inga i flera L-figurer. L-figuren kan roteras)

Losning. Varje 2 x 2 kvadrat innehaller fyra L-formade delar. Om alla tre fargerna
forekommer inom en sadan kvadrat (en av dem dubbelt), sa &r tva av dessa fyra L-
formade figurer vackra; annars ingen av dem. Det finns 992 = 9801 olika 2 x 2 kvadrater
i rutniitet och dirmed hogst 2 - 992 = 19602 vackra L-formade figurer.

Det finns manga mojligheter att mala rutorna pa ett sétt for vilket alla 2 x 2 kvadrater
innehaller tva vackra L-formade figurer, till exempel som i figuren nedan.

Det storsta mojliga antalet vackra L-formade delar &r alltsa 19602.

6. Lat ay vara ett positivt heltal med enbart jamna siffror, det vill siga 0, 2, 4, 6, 8.
Definiera a,, for varje positivt heltal n genom att multiplicera a,,_; med 3 och sedan ta
bort alla udda siffror fran resultatet (ordningsfoljden pa de resterande siffrorna dndras
inte). Visa att det finns tva olika positiva heltal m och n sddana att a, = a,,.

Losning 1. Att berdkna a,, givet a,,_; kommer vi att kalla ett steg. Notera att en siffra
tas bort enbart om det ladggs en minnessiffra 1 till den i samband med multiplikationen,
och att eventuella nollor sist i talet bevaras i varje steg. Sadana nollor paverkar inte
multiplikationen eller borttagningen. Vi antar darfor fortséttningsvis att den sista siffran
i ap inte ar 0. Lat b, beteckna antalet siffror i a,. Lat k = max(bg,2). Vi ska visa att
b, < k+1 for alla n. Eftersom det bara finns dndligt manga tal med sa fa siffror maste
a, alltsa upprepa sig.

Lemma: Exakt i vartannat steg tas den néstsista siffran bort efter multiplikationen.

Bevis: Eftersom sista siffran inte dr 0 &ndras denna i cykeln: 2 - 6 — 8 — 4 —
2 och minnessiffran dndras i ordningsfoljden 0,1,2,1,0, sa exakt i vartannat steg ar
minnessiffran 1.

Det &r klart att b, maximalt kan 6ka med 1, och detta kan enbart hinda nir minnessiffran
till "den nya siffran” &r 2 och néstsista siffran inte tas bort i det steget. Vi tittar alltsa



pa en situation dér b, = k och b,,1 = k+ 1 (om b, ska komma 6ver k + 1 maste detta
hénda, eftersom by startar pa hogst k). I detta fall uppfyller steget fran a, till a,, att:
e ['orsta siffran ar 8 eller 6 (inga andra kan producera minnessiffra 2).

e Nistsista siffran tas inte bort (lemmat ovan).

I alla fall blir forsta siffran i steget efter 2. Detta kan inte ge en ny siffra direkt och
enligt lemmat ovan tas néstsista siffran bort i nésta steg, vilket betyder att b, o < k.

Losning 2. Som i forsta 16sningen, antag att sista siffran inte ar 0. Om sista siffran ar
6 eller 4 sa tas tiotalssiffran bort i nésta steg. Detta ger:

3a, — 10x —
An+1 gal—oxy+y:(),3an—x—l—0,9y,

dér x och y &r tiotals- och entalssiffrorna i 3a,. Notera att x &r udda (> 1) och y &r
jamnt (< 8). Detta ger

ant1 <0,3a, +6,2; anto < 0,9a, + 18,6.

Om tiotalssiffran inte forsvinner fran a, till a,,; sa forsvinner den i steget dérefter
(Lemmat i forsta 16sningen) vilket ger:

anio < 0,9a, + 6, 2.

Alltsa géller alltid
nio < 0,9a, + 18,6

(om entalssiffran inte dr 0). Alltsa &r a,2 < @, om a, > 200 > 186. Detta innebér att
a, sa smaningom kommer bli tvasiffrigt.

Losning 3. Lat b, beteckna antalet siffror i a,,. Vi ska visa att antingen &r b, < b,
eller sa ar b, < b,. Da ar foljden begransad och kommer att upprepa sig.

Fall 1: Alla siffror i a,, ar antingen O eller 2. Da &r b, = b,,.

Fall 2: Det finns en siffra > 2. Lat ¢ € {4,6, 8} vara den sista siffran som bara f6ljs av
0:or och 2:or. Det betyder att siffrorna efter ¢ inte ger upphov till minnessiftror.

Fall 2a: ¢ = 4 eller 6. Da har 3a, en udda siffra i positionen framfér den fér ¢ och
b1 < by.

Fall 2b: ¢ = 8. Da ar b,,1 < b, + 1 och a,,; innehaller en 4:a i positionen fér c. Det
betyder att 3a,11 < 9a, < 10a, har hogst b, + 1 siffror men en udda siffra i positionen
fore ¢ fran tiotalssiffran i 3-4. Alltsa ar b, o < b,,.



