SKOLORNAS MATEMATIKTAVLING
Svenska matematikersamfundet

Kuvalificeringstavling den 28 september 2021 - losningar

1. En dubbelsparig jarnvigslinje trafikeras av tva tag, A och B, som framfors pa var
sitt spar i bagge riktningar. Téaget A &r 380 meter langt och &r snabbare dn taget B
som har lingden 420 meter. Vart och ett av tagen kor med konstant hastighet.

Nér tagen gar i samma riktning kan det hénda att A ligger efter B men kommer ifatt B
och kor om. Hela omkorningen tar da exakt 2,5 minuter. Nar tagen gar i olika riktning
passerar de varandra helt och hallet pa exakt 40 sekunder.

En jarnvigsfantast star och tittar pa tagen. Hur lang tid tar det for taget A att passera

honom?

Losning. Beteckna tagens hastigheter i meter per sekund med v4 respektive vg. Vi vet
att v4 > vg. Om taget A passerar taget B nir det senare star stilla maste A avverka
strackan 380 + 420 = 800 m innan A-taget helt och hallet har passerat B-taget.

Néar de bada tagen kor i samma riktning med ndmnda hastigheter och A passerar B, kan
detta uppfattas som att A:s hastighet relativt B ar v4 — vp medan strickan fortfarande
ar 800 m.

Nér de bada tagen mots blir A:s hastighet relativt B nu v4 + vg med striackan 800 m.

Vi far ekvationssystemet:

(va —vp) - 150 = 800,

(UA + UB) -40 = 800,

vilket kan skrivas

16
VA —UB = E?
Va + v = 20.

. . . 3
Vi adderar ekvationerna, dividerar med 2 och far vy = 3 m/s. Om A-taget passerar

38
jirnvigsfantasten pa tiden ¢ ar striackan 380 m vilket ger ekvationen — - ¢ = 380, med

16sningen t = 30s, det vill sdga det tar en halv minut fér taget att passera jarnvigsfan-
tasten.

2. For ett positivt heltal kan vi bilda méngden av alla deltal som kan fas genom att
vilja ut nagra av siffrorna, i samma ordning som i det ursprungliga talet, och ldsa dem
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som ett tal. Exempelvis far vi de fem deltalen 3,7, 33, 37 och 337 fran talet 337. Bestdm
alla positiva heltal vars samtliga deltal ar primtal.

Losning. Det dr endast 2,3,5,7,23,37,53 och 73.

Alla ensiffriga primtal fungerar, det vill sdga 2,3,5 och 7, men inga andra ensiffriga tal.
Ett flersiffrigt tal maste vara uppbyggt av siffrorna 2,3,5 och 7. Siffran 2 och siffran 5
kan endast sta som forsta siffra, eftersom talet annars har ett deltal delbart med 2 eller
5. Talet kan inte innehalla tva lika siffror, eftersom det da skulle ha ett deltal delbart
med 11. For tvassiffriga tal lamnar detta mojligheterna 23, 37,53 och 73, som uppfyller
kraven.

Om vi skulle ha ett tresiffrigt tal kan det inte innehalla siffrorna 3,5 och 7 samtidigt,
eftersom det da skulle ha ett deltal delbart med 3. Det maste alltsa ha forsta siffra 2.
Det kan i sa fall inte innehalla siffran 5, utan maste vara uppbyggt av siffrorna 2,3 och
7. Men 2+ 3+ 7 =12, sa ett sadant tal skulle vara delbart med 3. Det finns alltsa inga
tresiffriga tal som uppfyller villkoren. Dérmed kan det inte heller finnas nagot sadant
tal med fler dn tre siffror. Vi drar slutsatsen att de atta talen 2,3,5,7,23,37,53 och 73
ar de enda heltalen som uppfyller villkoren.

3. Finn alla reella 16sningar till ekvationen

2?0 + 2021279 + 20212%" + - - + 20212 + 2020 = 0.

Losning. Summan av alla termer utom den forsta och den sista &r en geometrisk
summa. For x # 1 kan den skrivas som

22020 _ 4

20212770 + 20212*°" + - -+ 4+ 2021z = 2021z - :
‘I‘ JE—
Insdttning i den givna ekvationen visar att 1 inte &r en losning. Ekvationen &r alltsa
ekvivalent med

2020 _

72! 4 2021 - ———— + 2020 =
x —_—
22022 2020 4 90215202 90215 4 20202 — 2020
a r—1 a
_1’2022 + 20201]2021 — 2 — 2020 B (172021 _ 1)($ + 2020) 0
B r—1 B r—1 o

Talet 2021 #r udda, vilket ger att 2% £ 1 fér reella = # 1. Det betyder att ekvationens
enda reella 16sning ar © = —2020.

4. Lat n vara ett positivt heltal. En stapel med 3n likadana mynt ligger pa ett bord,
vart och ett med antingen sidan ’klave’ uppat eller sidan ‘krona’ uppat. Stapeln kan
ordnas om (ett 'drag’) genom att ta den delstapel som de m Gversta mynten utgor (dar
1 < m < 3n) och vinda hela denna delstapel upp och ned. Visa att man oavsett
utgangslige, med detta sitt att ordna om stapeln, kan uppna varje tinkbar foljd av
’krona’ och 'klave’ i stapeln med hogst 4n — 1 drag.
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Losning. Hogen kan delas upp i n grupper om 3 mynt vardera. Vi kan ordna mynten
i den Onskade ordningen genom att forst se till att de tre mynten lingst ner blir ratt
vinda, sedan att de tre mynten i den nést sista 3-gruppen blir ritt vinda, och sa vidare,
tills vi endast har de tre 6versta mynten kvar att ordna och vinder dem rétt.

Vi borjar med att visa att man kan ordna de tre 6versta mynten ritt med hogst 3 drag.
Beteckna den ena sidan med 1 och den motsatta med 0. Det finns atta mdojliga tillstand
mellan (0,0,0) och (1,1,1) ("upp” ligger till hoger). Lat 1 beteckna orienteringen vi vill
ha for det tredje myntet. Antag till att borja med att vi borjar med ett tillstand da det
tredje myntet har den onskade orienteringen. Da ar det bara tva mynt som ska ordnas
om och fér dem finns det fyra mojliga tillstand. Det later sig géras pa hogst tre drag,
vilket visas nedan (> star for att man vinder en delstapel som ligger 6verst):

(1,1,0) + (1,1,1) + (1,0,0) «> (1,0, 1)

Antag nu att det tredje myntet har den motsatta till den 6nskade orienteringen, det vill
sdga att vi borjar med nagot av tillstanden (0,0, 0), (0,1,0),(0,0,1),(0,1,1). Det gar
att komma fran vilket som helst av dem till vilket annat som helst pa hogst tre drag,
vilket visas nedan:

(0,1,0) +» (1,0,1) + (1,0,0) ¢
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Lat oss nu se hur manga drag det behdvs for att fa den 6nskade ordningen i en 3-grupp
som ligger pa plats k uppifran, det vill sdga som innehaller mynten 3k — 2, 3k — 1, 3k,
riknat uppifran, dar £ > 1. Om a &r en viss orientering hos ett mynt, beteckna med —a
den motsatta orienteringen. S#g att vi vill ha ordningen (a,b,c) i den valda 3-gruppen.
Vi kan da vinda de tre Gversta mynten till (—¢, —b, —a) (om de inte redan ligger sa)
med maximalt 3 drag, och sedan vinda delstapeln som bestar av de 3k 6versta mynten,
alltsa totalt maximalt 4 drag for detta. Allra sist ser vi till att fa rédtt ordning i de tre
oversta mynten, vilket vi har visat kan goras med hogst 3 drag.

Eftersom vi har n — 1 grupper om tre mynt som inte ligger 6verst kommer vi totalt att
behova hogst 4(n — 1) + 3 = 4n — 1 drag for att fa den 6nskade ordningen i hela hogen.

Anmdrkning 1. Man kan bevisa att det i sjélva verket ricker med n drag for en hog av
n mynt for alla n > 3. For n = 2 kan man déremot behova tre drag.

Anmdrkning 2. Med tre mynt far man grafen nedan dar till exempel 001 betyder att
oversta myntet dr 1 (krona) och de andra tva mynten &r 0 (klave).

Man ser latt att grafens diameter ar 3, dvs det gar att komma fran varje tillstand till
varje annat tillstand med hogst tre steg. Observera att det inte alltid gar att ordna de
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tva understa mynten pa tva steg: borjar vi pa 001 tar det tre drag att ordna sa att de
tva understa dr 10.

5. En f6ljd ay, ag, . .. av positiva heltal uppfyller rekursionen a,1 = a, + | \/an |+ [/ |
for alla n > 1. Visa att det finns ett polynom P(z) sa att a,, = P(n) for alla n > 1.

Losning. Lat oss forst visa att inget tal i f6ljden, utom mdjligen det forsta, kan vara
en jamn kvadrat (nedan skriver vi bara kvadrat istéllet for jamn kvadrat). Antag forst
att a; = [? for nagot positivt heltal I. Da giller |\/a;] = [/ai] = /a1 = [, sa att
as = 1* + 2l. Eftersom [? < >4+ 2l < >+ 21+ 1 = (I + 1), far vi att ay ligger strikt
mellan tva pa varandra foljande kvadrater och att det darfor inte kan vara en kvadrat.
Antag sedan att a,, = k? +r, dir k dr ett positivt heltal och 0 < r < 2k + 1. For nista
tal i foljden géller da att

Umi1 = A+ [Vam] + [Vam | = +r+k+k+1=(k+ 1)+

Eftersom 0 < r < 2k+1 < 2(k+1) &r a4, inte en kvadrat. Didrmed kan inget av talen
utom det forsta vara en kvadrat.

Lat ay = k? 4+ r, dir k 4r ett positivt heltal och 0 < r < 2k + 1. Betrakta polynomet
P(z)=(z+k—2)"+r.

Vi ska visa att a, = P(n) for alla n > 2. For n = 2 far vi P(2) = k> + 7 = ay. Det
riacker nu att visa att

P(n+1) = P(n) + | VP(n)| + [/P()|.

Vi har

Pn+1l)=mn+1+k—=24r=n+k—27+2n+k—-2)+1+7r=
=((n+k=2%+7r)+(n+k—=2)+(n+k—2)+1).

Eftersom 0 < r <2k+1<2(n+k—2)+ 1 far vi
{ P(n)J:n+k—2, { P(n)}:(n+k—2)+1,

sa att
P(n+1) = P(n) + [vPm)| + [VP0)].



6. Lat ABC vara en triangel. Lat P vara en punkt pa sidan AB och () vara en punkt
pa sidan AC saddana att |PC|+ |CQ| = |PB| + |BQ|. Visa att det finns en punkt som
ligger pa samma avstand fran linjerna AB, AC, PC och @)B.

Lo6sning. Enligt villkoret har trianglarna APC och AB(Q) samma omkrets som vi beteck-
nar med 2p. Lat X och Y vara punkterna pa avstand p fran A pa stralarna AB respektive
AC. Lat O vara skirningspunkten mellan linjen genom X som &r vinkelrdt mot AB och
linjen genom Y som ar vinkelrdt mot AC. Vi ska visa att O dr den sdkta punkten.

Trianglarna AXO och AYO é&r kongruenta, eftersom bada ar ratvinkliga, har samma
hypotenusa och varsin katet med langd p. Det medfor att OX = OY, sa att punkten O
ar pa lika avstand fran linjerna AB och AC'. Beteckna detta avstand med r. Cirkeln med
medelpunkt O och radie r tangerar linjerna AB och AC. Vi behdver visa att den dven
tangerar linjerna PC och B(@). Lat oss visa att den tangerar linjen PC'. Beviset att den
tangerar BQ) gar till pa samma sétt. Vi ska visa att C' ligger pa linjen [ genom P som
tangerar cirkeln och som &r skild fran linjen AB. Beteckna med C’ skiirningspunkten
mellan [ och linjen AC. Vi vill visa att C" = C. Beteckna tangeringspunkten mellan PC’
och cirkeln med K. Da géller PK = PX och C'K = C'Y, eftersom de tva tangenterna
till en cirkel fran en punkt &r lika langa. Det foljer att triangeln APC” har omkrets lika
med

AP+ PK + KC'+ AC' = AP+ PX + AC' + C'Y = AX + AY = 2p,

som #r samma som omkretsen for APC. Trianglarna APC och APC” har alltsa samma
omkrets. Antag att C’ # C och att C ligger mellan® A och C’. Ur omkretsarnas likhet

foljer att
AP + PC + AC = AP + PC' + AC + CC',

sa att PC = PC" + CC’, vilket enligt triangelolikheten dr omdjligt da P inte ligger pa
linjen AC. Ur motségelsen foljer att C' = C” och darmed att linjen PC' tangerar cirkeln.

'Fallet niir C’ ligger mellan A och C hanteras pa samma siitt.
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