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1. Kims vég till skolan leder forbi flera trafikljus som &r jamnt utspridda pa végen,
det vill sédga de delar viagen i lika langa strackor. Inget trafikljus ligger vid starten, och
inget ligger vid skolan. En morgon kénner Kim for att forldnga sin vig pa morgonen
och bestdmmer sig for foljande: vid varje trafikljus som lyser gront gar Kim vidare;
vid varje trafikljus som lyser rott backar Kim till foregaende trafikljus (eller hem, om
det &r det forsta ljuset) och vinder sen mot skolan igen. Kim backar hogst en gang
vid varje trafikljus. Om Kims véig den morgonen blivit dubbelt sa lang som vanligt,
visa att det den dagen varit fler trafikljus som lyst rott 4n gront. Hur manga fler kan
det ha varit?

Losning. Beteckna antalet trafikljus med n. Dessa delar da Kims vig till skolan
i n + 1 lika langa stréackor. Strickan omedelbart fore ett gront ljus genomlops en
gang, medan strickan omedelbart fore ett rott ljus genomlops tre ganger. Den sista
striackan genomlps en gang. Kims totala vig en vanlig dag &r n 4+ 1 langdenheter
lang. Den aktuella dagen &r den 2(n + 1) lingdenheter lang.

Lat k vara antalet trafikljus som lyst gront vid Kims ankomst. Antalet trafikljus som
lyst r6tt maste da vara n — k. Vi har

k-1+(n—k)-3+1=2n+2 (lingdenheter),

eller n — 2k =1, sa att n — k = k + 1, det vill séga antalet trafikljus som lyste rott
var med ett storre dn antalet som lyste gront.

2. Betrakta tva olika koncentriska cirklar och cirkelringen mellan dem. Tva rita
linjer som ar vinkelrdta mot varandra skir varandra inuti den mindre cirkeln och
delar dérmed cirkelringen i fyra delar. Man malar delarna i vitt och svart pa ett
sadant sétt att delar som gransar till varandra har olika farg. Visa att de vita delarna
av ringen tillsammans har samma area som de svarta delarna tillsammans.

Lo6sning. Om en av linjerna gar genom de tva cirklarnas gemensamma medelpunkt
far vi spegelsymmetri mellan vita och svarta delar, vilket gor att pastaendet ar up-
penbart sant (se figur). I annat fall kan vi parallellférflytta den ena linjen till en linje
genom den gemensamma medelpunkten. Eftersom bitarna som tva parallella linjer
skiar av cirkelringen &r kongruenta, ar arean av den svarta bit man skir bort lika
stor som arean av den svarta bit som tillkommer. Darmed blir summan av de svarta
delarnas areor for de tva givna linjerna lika med summan av de svarta delarnas areor
i fallet med den parallella linjen genom medelpunkten, vilket visar pastaendet.



3. Bestam alla positiva heltal a, b, ¢, sadana att

abc = 2016,
{ (a—1)(b—1)(c—1) =1573.

Losning. Vi borjar med att primtalsfaktorisera de tva hogerleden:
2016 =2°-32.7, 1573 =11%.13.

Den andra ekvationen kan da skrivas som (a — 1)(b—1)(c¢ — 1) = 11% - 13.
Lat oss till en borjan anta att ¢ < b < ¢. Ur den andra ekvationen foljer da att
a—1=1,eller a—1=11, det vill siga a = 2, eller a = 12.

Fall 1. a = 2: Ekvationssystemet for de tva dvriga obekanta b och ¢ far da utseendet
bc = 1008, (b—1)(c — 1) = 1573. Detta ekvationssystem saknar 19sningar, eftersom
(b—1)(c — 1) < bc, medan 1573 > 1008.

Fall 2. a = 12: Den enda mojligheten hir &r a = b = 12, ¢ = 14. Direkt insédttning
visar att 12 - 12 - 14 = 2016, sa vi har hittat en 16sning.

Av symmetriskal far vi att ekvationssystemets alla 16sningar ges av triplarna

(12,12,14), (12,14,12), (14,12,12).

4. Bestdam alla reella 16sningar till ekvationen

2 —Va2—1+1=0.

Losning. For att vinsterledet ska vara definierat maste |z| > 1 gélla. Vi ska titta
separat pa fallen x > 1, v < -1, z = —1.

Om z > 1 sa giller 22 +1 > 23 > 2 > V22 — 1. Diarmed ar 2° — Va2 —1+1 > 0,
och vi far att det inte finns nagra l6sningar som uppfyller x > 1.



For x < —1 har vi 23 < —1, vilket, eftersom v22 — 1 > 0, medfor att z® — a2 — 1+
1 <23+ 1 < 0. Det finns alltsa inga 16sningar sadana att v < —1.

Det aterstar att titta pa fallet x = —1. Inséttning visar att det ar en 16sning, som
ddrmed ar den enda l6sningen.

5. Triangeln ABC' &r inskriven i en cirkel. Tangenten till cirkeln i hornet B &r
parallell med bisektrisen till vinkeln vid A, och tangenten i hérnet A &r parallell med
bisektrisen till vinkeln vid C'. Bestdm triangelns vinklar.

Losning. Beteckna triangelns vinklar vid A, B, C' med «, (3, 7, respektive.

De bada tangenterna kan inte vara parallella, eftersom tva bisektriser i en triangel
inte kan vara det. Det betyder att kordan AB inte kan vara diameter i cirkeln. De
tva tangenterna kommer att skéira varandra i en punkt P pa den sida striackan AB
som den lilla cirkelbagen ligger pa. Triangeln ABP &r likbent, och ddrmed ar dess
vinklar vid A och B spetsiga. Hornet C' kan inte ligga pa den mindre bagen, da
skulle bisektrisen fran A ligga inuti triangeln ABP och den skulle inte kunna vara
parallell med BP. Darmed &r vinkeln vid C' spetsig. I fyrhérningen AOBP, dar O
ar cirkelns medelpunkt, ar vinklarna vid A och vid B réta, och vinkeln vid O ér lika
med 2v. Vinkeln vid P ar ddrmed 180° — 2, och vinklarna vid A och B i AABP
blir v. (Man kan fa de tva vinklarna direkt med hjélp av korda-tangentsatsen.)
Av parallellitetsvillkoren foljer nu att ZABP = 3, sa att a = 2v, och ZBAP =
180° — o — % -8+ % vilket ger v = 24. Dirmed har vi 78 = 180°.

720° B __ 180° __ 360°
s = —.

Triangelns tre vinklar dr alltsa o = 483 = = -, =5

6. Lat b vara ett fixt positivt heltal. En talfoljd som bestar av positiva heltal bildas
enligt foljande regel: Om ett tal a i foljden &r jamnt, ges nésta tal av 5. Om ett tal
a i foljden ar udda, ges nasta tal av 2a + 0. For vilka b nar talfoljden alltid 1 oavsett
startpunkt?

Losning. Vi maste for varje givet b antingen visa att alla startpunkter ger en talfoljd
som nar 1, eller att det finns nagon startpunkt som ger en talfoljd som aldrig nar 1.

Om b ar ett udda heltal och startpunkten s &r udda leder det till talféljden s —
2s+b— 22s+b)+b — 2(2(s+b) +b) + b — ... med idel udda tal, som alltid
Okar, och darfor aldrig nar 1. Specifikt leder startpunkten b till f6ljden b — 3b —
7b — .... I detta fall nar alltsa talfljden inte 1 oavsett startpunkt. (Notera ocksa
att ovanstaende resonemang ger att endast startpunkter pa formen s = 2" for nagot
heltal n nar 1.)

Antag nu att b ar ett jamnt tal, b = 2c. Om ¢ ar udda sa leder startpunkten c till
talfoljden ¢ — 4¢ — 2¢ — ¢, vilken sedan upprepar sig. Om ¢ > 1 sa finns det alltsa
da talfoljder som aldrig nar 1. Vi atervinder till fallet b = 2 (alltsd ¢ = 1) senare.

Om c ar jamnt och startpunkten a ar ett udda tal sa &r a+c udda, och vi far talféljden
a—2a+2c—a+c—2a+4c— a+2c— 2a+ 6¢c— a—+ 3c— ..., vilken i och for
sig inte Okar monotont, men véxer utan grans och aldrig underskrider a, och darfor
aldrig nar 1.



Kvar ar fallet b = 2. En jamn startpunkt a leder da i ett steg till det strikt mindre
talet a/2. En udda startpunkt a leder, eftersom a + 1 d& &r jamnt, i tre steg till
a—20+2—a+1— (a+1)/2,dér (a+1)/2 < a om a > 1. Notera att om a = 1
har vi inget att bevisa. Sammantaget sa ger dessa tva fall for a att foljden kommer
att avta fran varje punkt, antingen i ett steg, eller i tre steg, beroende pa om vi utgar
fran ett jamnt eller udda tal. Foljden leder darfor till 1 oavsett startpunkt.

Som svar pa fragan giller att foljden alltid nar 1 oavsett startpunkt endast da b = 2.



