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Forslag till losningar

1. I en skola har var och en av de 20 klasserna ett studierad med 5 ledaméter vardera.
Per dr den ende av pojkarna som far samsas med fyra flickor i sitt rad. Han noterar
att det ar kvinnlig majoritet i ytterligare 15 av studieraden, trots att det totalt ar
lika manga flickor som pojkar i raden.

Hur férdelar sig antalet pojkar och flickor i de fyra rad som har manlig majoritet?

Lo6sning: Skolan har 100 studieradsledaméter, 50 flickor och 50 pojkar. I de 16 raden
med kvinnlig majoritet har vi exakt ett rad med 4 flickor och en pojke (Pers rad). I
ovriga 15 rad maste det finnas minst 3 flickor. I de 16 ”flickraden” finns det alltsa
minst 15 - 3 + 4 = 49 flickor. For att fa mer &n 49 flickor maste vi ha minst ett rad
med 5 flickor, men da far vi minst 14-3+4+ 5 = 51 flickor, vilket 4r omdjligt. Alltsa
har vi 49 flickor i de 16 raden med kvinnlig majoritet och 1 flicka i de 4 raden med
manlig majoritet. Bland de senare ar det foljaktligen tre rad med enbart pojkar och
ett rad med fyra pojkar och en flicka.

Svar: Tre rad med enbart pojkar och ett rad med 4 pojkar och 1 flicka.

Alt. 16sning: Antag att de 20 raden fordelar sig pa foljande sétt:

Sammansattning Antal
5F /0P
4F /1P
3F/2P
2F /3P
1F /4P
OF /5P
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Eftersom sammanséttningen 4F/1P &r unik (Pers rad), & b = 1. Vi har 16 rad med
kvinnlig majoritet och 4 med manlig, vilket ger

(1) a+ b+ c=16, och saledes a+ c =15,
samt
(2) d+e+ f=4

Vidare ar antalet pojkar lika med antalet flickor, 50 st, varav foljer
5a +4b+ 3c+2d +e =50

och
b+2c+3d+4e+5f = 50.

Vi subtraherar den andra ekvationen fran den forsta och far

S5a+3b+c=d+3e+5f.



Har utnyttjar vi bivillkoren (1) och (2) och skriver
da+3b+ (a+c)=(d+e+ f)+2e+4f

eller
4da+3+15=442e+4f,

vilket forenklas till
(3) 20+ T7=e+2f.

Har ar a, e och f alla icke-negativa och vi noterar att e + f < 4 till f6ljd av (2).
Eftersom vénsterledet ar udda for alla a, maste e vara udda, dvs vi har e = 1 eller
e =3. Om e = 1 sa &ar enda mdjligheten att f = 3 och @ = 0. Fran tidigare har vi
b = 1. Pga villkoren ar da ¢ = 15 och d = 0. Fran tidigare hade vi b = 1. Dessa
varden uppfyller villkoren. Om i stéllet e = 3 blir f < 1, varfor hogerledet i (3) &r
hogst lika med 5; ekv (3) saknar i detta fall 16sning. Den funna lésningen &r alltsa
entydig.

. Tva lika langa, cylindriska ljus ar gjorda av var sitt material sa att brinntiderna &r
olika. Det ena brinner upp pa 4 timmar och det andra pa 5 timmar. Ljusen téands
samtidigt. Nar skall ljusen tdndas om man vill att det ena ljuset skall vara dubbelt
sa langt som det andra klockan 21.007

Losning: Vi kan forutsitta att de bada ljusen har ldngden 1 langdenhet (l.e.) da de
tdnds. Antag att det ljus som brinner fortast har langden a l.e. klockan 21.00. Da
har det andra langden 2a l.e.

Det forsta ljusets langd har da minskat med 1 — a l.e. Eftersom detta ljus har brinn-
hastigheten i le. per timme, har det brunnit i 4(1 — @) timmar. Pa samma sétt far
vi att brinntiden for det andra ljuset &r 5(1 — 2a) timmar. Da brinntiderna &r lika,
far vi

4(1 —a) =5(1 — 2a),

varav a = %. Ljusen har da brunnit i 4(1 — %) = % timmar, dvs i 3 timmar och 20
minuter, vilket innebér att de skall tdndas klockan 17.40.

Svar: Klockan 17.40

. Sidorna i en triangel har langderna a, b och ¢. Vinkeln som star mot sidan med léangd
c ar C. Visa att
. C
c> (a—l—b)smE.

Losning:

Figur 1




Drag bisektrisen till vinkeln C' i triangeln ABC' (se figur 1). Den skir sidan AB i
punkten D och delar sidan i tva delstrackor med ldngderna ¢; = |AD| och ¢y = |D B,
dvs ¢ = ¢1 + ¢o. Infor § = ZADC. Vi tillampar sinussatsen, dels pa triangeln ACD,
dels pa triangeln BC'D och far

resp
Co a a

sin ~ sin(mr—68)  siné’

Vi summerar ekvationerna och finner att

c a+b
—w = =>a+b,
sin 5 sin 1)
dér vi utnyttjar att sin § < 1, och pastaendet foljer.

Alt. 16sning: Lat strickan C'D ha ldngden d och lat h vara hojden mot sidan AB
(se figur 2).

Figur 2

.
A c B

Vi uttrycker triangelarean T' pa tva satt, dels som

T==zch,

1
2
dels som summan av areorna av trianglarna AC'D och BCD:

T=12%bdsin$+Ladsin$ =1 (a+b)dsin$.

Det géller alltsa att

ch=(a+b)dsin &,
men eftersom d > h, foljer det att
cd> (a+b)dsin §,

och pastaendet foljer.

. Visa att

5
2D

for alla positiva reella tal a och b. Néar galler likhet?

b
g—l—a)Za—i—b—ab



Lo6sning: Eftersom a och b bada &r positiva, kan vi dividera olikheten med ab utan
att olikheten paverkas. Vi far

1 ( 1 n 1 ) > 1 n 1 1
202 a2’ T b a
eller ) ) ) )
— 4+ =>2-—4+2- - =2
a? + b2 = a + b
I olikheten forekommer saval talen p = %, q = % som deras kvadrater p? = a%,
¢ = b%, och vi kan skriva olikheten péa formen

PP+¢*—2p—2¢+2>0,

dér p och ¢ &r positiva reella tal. Men hér inser vi att vi kan bilda tva kvadrater i p
och ¢ respektive, genom att skriva

(P =20+ 1)+ (" —2¢+1) >0,
vilket ju ar ekvivalent med
(p—1)°+ (-1 =0.

Summan av tva kvadrater ar alltid > 0, sa den sista olikheten &r giltig. Da alla
anvianda former av olikheten &r ekvivalenta, sa maste darmed ocksa den ursprungliga
olikheten gilla. Pastaendet &r saledes visat.

Vi har likhet i den sista olikheten om och endast om p = ¢ =1, dvs for a = b = 1.
Om vi foljer de olika stegen vid omformningen av olikheten ser vi att detta villkor
ocksa géller den ursprungliga olikheten.

Svar: Likhet géller om och endast om a = b= 1.

. Vilka funktioner f(z) uppfyller likheten

z(f(z) + f(—2)+2) +2f(—2) =0
for alla reella tal x?
Losning: Byte av x mot —x ger

—o(f(=2) + f(2) +2) + 2f(x) = 0,
som adderat till den givna likheten ger

2f(—x) +2f(z) =0, dvs f(—z)=—f(x).
Detta ger i sin tur att
z(f(z) = f(2) +2) = 2f(z) =0,

som forenklas till
2 —2f(x) =0, dvs f(z)==.

Omvént, om vi i den ursprungliga likhetens vénsterled sétter in f(z) = x, far vi

z(z+ () +2) + 2(—ax),



som &r identiskt lika med 0, dvs f(z) = x uppfyller den givna likheten och 16sningen
ar entydig.

Svar: f(z) ==z

. I planet packas cirkelskivor, alla med diameter 1, sa att varje cirkel tangerar 6
av de andra cirklarna. FoOr varje par av cirkelskivor saknas gemensamma punkter
utover eventuella tangeringspunkter. Finns det tva cirkelskivor vars medelpunkter
har avstand /20077

Losning. Om vi forenar tangerande cirklars medelpunkter med rata linjer, kommer
planet att delas in i liksidiga trianglar med sidan 1, dar triangelhdjden mot varje sida

ar v/3/2 (se figur 3).

Figur 3

Lat oss lagga in ett ratvinkligt koordinatsystem i planet sé att punkterna med koor-
dinater ... (—3,0), (-2,0), (—1,0), (0,0), (1,0), (2,0), (3,0) ... utgér medelpunkter i
cirklar. Ovriga cirklars medelpunkter kommer da att hamna i rader, parallella med
z-axeln, pa sitt som framgar av figur 3. Vi ska studera avstand mellan tva cirk-
lars medelpunkter. Det gor vi genom att fixera den ena cirkeln, lampligen den med
medelpunkten i origo. Av symmetriskil racker det att vélja den andra cirkeln bland
cirklar vilkas medelpunkter har icke-negativa koordinater.

Figur 4
Rad 1

Rad 0

Varje punkt som befinner sig i en rad med jamnt radnummer, = 2s, har koordinater
pa formen (k,23§) = (kz,\/gs), dar k, s = 0,1,2,.... Det kvadratiska avstandet
mellan punkten och origo #r, enligt Pythagoras sats, k2 + 3s2. Vi ska undersoka om
det ar mojligt att vélja heltalen k och s, sa att

k2 + 3s% = 2007.

Eftersom 2007 = 9-223, dvs &r delbart med 3 (och 9), maste ocksa k vara delbart med
3 och vi kan skriva k = 3m. Vi soker nu l6sningar till ekvationen 9m? 4 3s? = 9-223,
eller

3m® + 5% = 3-223.



Pa samma sétt som forut maste s vara delbart med 3, dvs s = 3t sdg, och ekvationen
overgar efter forenkling i

m? + 3t% = 223,

Provning med t = 0 ger m? = 223, t = 1 ger m? = 220, t = 2 ger m? = 211. I inget
av dessa fall &r m heltal. Déremot for ¢t = 3 far vi m? = 196 och m = 14. Det betyder
att k = 3m = 42 och s = 3t = 9. Punkten med koordinaterna (42,9+/3) ligger alltsa
pa avstandet /2007 fran origo. Vi har ddrmed visat att det finns tva cirklar vilkas
medelpunkter ligger pa avstandet /2007 och vi har siledes besvarat fragan.

For fullstdndighetens skull ska vi dock undersdka avstanden till origo for medelpunk-
terna i ovriga cirklar i den forsta kvadranten. For ¢t = 4,5,6,7,8 far vi m2-virdena
175, 148, 115, 76 och 31 respektive, men i inget av dessa fall &r m ett heltal.

Alternativt kan vi skriva om det kvadratiska avstandet k? 4 3s2, genom att infora
v = k—s. Ersitter vi k med s+wv, 6vergar uttrycket i (s+v)?+3s? = 452 +2sv+0v? =
(25)24(2s)v+v2, dvs ér pa formen a®+ab+b?, med a = 25 och b = v. Genom prévning
kan man visa att det finns tva losningar till ekvationen a? + ab + b? = 2007 i positiva
heltal, ndmligen (a,b) = (18,33) och (a,b) = (33,18). Eftersom b anger differensen
mellan k£ och s skulle b &ven kunna vara negativ; vi har 16sningen (a,b) = (51, —18)
(om (a,b) = (33,18) ar en l6sning, ar ocksa (a,b) = (33 4+ 18, —18) en 1ésning). Men
i det aktuella fallet ar a = 2s, ett jamnt, positivt tal, varfor den enda mojligheten ar
a =18 och b = 33, varav s = 9 och k = s+ v = s+ b = 42, och vi finner &n en gang
att punkten med koordinaterna (42,9+/3) har avstandet /2007 till origo.

Varje punkt som befinner sig i en rad med udda radnummer, r = 2s + 1, har koor-

dinater pa formen (k: + %, (2s + 1)@), k,s =0,1,2,.... Det kvadratiska avstandet
mellan punkten och origo ar foljaktligen k*+k+1+3 (452 +4s+1) = k?+k+3s2+3s+1.
Vi ska visa att dven i detta fall kan det kvadratiska avstandet skrivas pa formen
a®? + ab + b?. Insittning av k = s+ v ger (s +v)2 + (s +v) +3s2 +3s+1 =
452 +4s+1+2sv+v+v2 = (25+1)? + (25 + 1)v +v?, dvs ér pa formen a? + ab + b,
med a = 2s + 1 och b = v. Vi atervander till de tre heltalslosningarna i a och b
ovan, men da a ar udda ar bara (a,b) = (33,18) och (a,b) = (51, —18) aktuella. I

det forra fallet finner vi att s = agl =16 och k = s+ v = s+ b = 34, vilket gor

att koordinaterna for den aktuella punkten &r (34 + %, 33?). I det senare fallet blir
s=91=250chk=s+v=s+b=7, vilket ger koordinaterna (7 + %,51?).
Sammanfattningsvis konstaterar vi att det finns tre cirklar i den forsta kvadranten
vilkas medelpunkter ligger pa avstandet /2007 fran origo. Av symmetriskél finns det
i var och en av de 6vriga kvadranterna tre cirklar med samma egenskap, dvs det finns
totalt tolv stycken.

Svar: Ja, det finns tva cirkelskivor vars medelpunkter har avstand /20077

Anm. Ett alternativt sétt att visa att det kvadratiska avstandet fran en godtycklig
cirkels medelpunkt kan skrivas pa formen a? + ab + b? #r foljande. Man observerar
att en sadan punkt, beldgen i den forsta kvadranten, ligger i hérnet C' till en liksidig
triangel ABC (se figur 5) med sidan AB liangs z-axeln, sa att A ligger i punkten (a, 0)
och B ipunkten (a+b,0) (lingden av triangelsidan &r alltsa b). Successivt tangerande
cirklar ligger ndmligen ”pa rad” langs sidorna i liksidiga trianglar sa placerade (jAmfor
med figurerna 3 och 4). Hér ar b ett positivt heltal, medan a &r ett godtyckligt heltal.
Man kan visa att koordinaterna for hornet C blir (a 4+ g, % 3).



Figur 5

Det kvadratiska avstandet fran C' till origo blir, enligt Pythagoras sats,
b\2 4 30 _ 2 2
(a—|—2) +2-=a"+ab+ 0.

Enda heltalspar (a,b) som vi behover beakta ar (18,33), (33,18) och (—18,51). Se
for ovrigt tidigare gjorda resonemang.



