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1. Funktionen f uppfyller villkoret
1+ f(z)
1—f(z)’

for alla reella z, for vilka funktionen &r definierad. Bestdm f(2012), om det &r ként
att f(1000) = 2012.

fla+1)=

Losning. Vi borjar med att undersoka hur f(z + 2) ser ut i termer av f(z) (£ 0; 1):
1+ 1+f(z)

fle+2)=— i)~ —2f(a) f(z)
Det betyder att 1 1
flx+4) = T fz+2) __ﬁ ~

d.v.s. forutsatt att f(z) finns och f(x) # 0;1, sa finns &ven f(z +4), och f(z+4) =
f(z). Eftersom 2012 — 1000 = 1012 = 253 - 4, far vi

£(2012) = £(1000) = 2012.

2. Talet 201212200619 har en faktor m sadan att 6-10° < m < 6,5-10°. Bestdm m.

Losning. Sétt a = 201212200619, och k£ = e Ur olikheterna for m foljer uppskatt-
m
ningen
201212200619 201212200619
——=30,9...<k< ——=33,5....
6,5 107 ’ 6-10° ’

Eftersom k£ ar ett heltal betyder det att 31 < k£ < 33. Talet a = km &r udda, vilket
utesluter £ = 32. Dessutom ar a inte delbart med 3, vilket i sin tur utesluter £ = 33.
Den enda méjligheten ar da k = 31. Division ger

201212200619
m=—————

= 6490716149.
31



3. Kateterna AC' och BC' i en ratvinklig triangel ABC' har langderna b och a,
respektive. En cirkel med medelpunkt i C' tangerar hypotenusan AB i punkten D.
Tangenterna till cirkeln genom punkterna A och B traffar cirkeln i punkterna E och
F, respektive (ddr E och F' bada ér skilda fran D). Uttryck lingden av strackan EF
som en funktion av a och b.

Lo6sning. Trianglarna AEC och ADC' &r kongruenta, och ZACE = ZACD = ¢.
Analogt géller att ABCF = ABCD, och /BCF = /ZBCD =1). Eftersom ¢ + 1) =
LACB = 90°, far vi att LZECF = 2 + 2¢) = 180°. Strackan FF ar alltsa diameter
i den givna cirkeln, och dérmed géller |E'F| = 2|CD|. Det som aterstar att gora ar
att uttrycka lingden av héjden mot hypotenusan i termer av de tva kateterna. Den

1 1
givna triangelns area &r 3 ab = 3 |AB| - |CD| = Va?+b%-|CD|. Vi far alltsa

2ab

FF| = ——
B = T

4. Givet att a dr en reell 16sning till polynomekvationen
na" —a" ' — 2" % —...—x —1=0, n positivt heltal,

visa att a =1, eller —1 < a < 0.

Lésning. Beteckna p(z) = na™ — 2" ! — 2”2 — ... —z — 1. Vi har da p(z) =
(" — ™)+ (@ — 2" ) 4+ (2" —x) + (2" — 1).

Uppenbarligen giller p(1) = 0, p(0) # 0. For a > 1 ér alla skillnader av typen a™ —aF,
for 0 < k < n, positiva, vilket betyder att p(a) > 0 for a > 1. For 0 < a < 1 ar alla
skillnader av ovan beskrivna typ negativa, sa att p(a) < 0 for 0 < a < 1. Ekvationen
har alltsa en enda icke-negativ 16sning, namligen o = 1.

For a < 0, skriver vi om ekvationen och anvinder triangelolikheten:
na" =a" " a1

och

na"| = nlz|" < |a" P+ 2" 2+ b+ 1] <
S o ol L= [l el ] 1

For a < —1 giller att |a|® > |al¥, for 0 < k < n. Detta tillsammans med olikheten
ovan visar att ekvationen inte har nagra losningar som ar mindre &n —1. Det aterstar



att titta pa p(—1). Eftersom summan av en jamn och en udda potens av —1 alltid &r
0, far vi att p(—1) = n for n jamnt, och p(—1) = —n — 1, fér n udda.

Dérmed har vi visat att om a dr en reell 16sning till ekvationen p(x) = 0, sa géller
a=1,eller -1 <a<0.

5. Hornen i en regelbunden 13-horning fargas i tre olika farger. Visa att det finns tre
hoérn som har fatt samma férg och som utgor horn i en likbent triangel.

Losning. Beteckna 13-horningens horn med Py, Ps, . .., P13, dir numreringen ar gjord
sa att man med stigande nummer gar moturs, eller medurs.

Det maste finnas fem hoérn i 13-horningen som har fatt samma farg, sdg rod. Da
maste tva av dessa ligga bredvid varandra, eller med exakt ett horn av annan farg
emellan.

Antag att det inte finns nagon likbent triangel med horn bland de fem réda hoérnen.
Da kan det inte finnas tre roda horn i rad.

Fall 1. Tva roda horn ligger bredvid varandra: kalla dessa P; och P,. Da maste Ps,
Pi3 och Ps ha annan farg. For de tre aterstaende réda punkterna av den finns nu tva
mojligheter: antingen ligger alla tre pa samma sida om triangeln Py PPy (fall 1.1),
eller ocksa ligger tva av dem pé ena sidan och tva pa den andra (fall 1.2).

Fall 1.1. Modjligheterna for de tre aterstaende rdoda punkterna ar Py, Ps, P;, och
Py, Ps, P;. 1 bada fallen ar triangeln P, P, P; likbent, en motségelse.

Fall 1.2. Tva av punkterna P, — P;, och en av Py — Pjo ér roda. Paren (Py, Fp)
och (Py, P;) leder till motségelse (trianglarna P, Py Py, resp. Py P,P;). D& aterstar
paren (Py, Ps), (Ps, Fs), (Ps, Pr), (FPs, Pr). Nedan redovisas hur man far motségelse
(vi redovisar endast de réda punkternas nummer):

1,2,4,5,9: 1,4,9 likbent; 1,2,4,5,10 : 5,1,10 likbent; 1,2,4,5,11 : 4,1, 11 likbent;
1,2,4,5,12: 5,2,12 likbent; 1,2,5,6,9 : 1,5,9 likbent; 1,2,5,6,10 : 2,6, 10 likbent;
1,2,5,6,11: 1,6,11 likbent; 1,2,5,6,12 : 5,6, 12 likbent; 1,2,5,7,9 : 1,5,9 likbent:
1,2,5,7,10 : 5,1,10 likbent; 1,2,5,7,11 : 2,7,11 likbent; 1,2,5,7,12 : 5,2,12
likbent; 1,2,6,7,9: 1,6,9 likbent; 1,2,6,7,10 : 2,6, 10 likbent; 1,2,6,7,11: 1,6,11
likbent; 1,2,6,7,12: 2,7,12 likbent.

Fall 2. Det ligger inga tva roda punkter intill varandra; da maste det finnas tva roda
punkter med exakt en punkt av annan farg emellan. Lat P, och P;3 vara roda, medan
Py, P3, P5 har annan firg. Punkterna P, och P;; kan inte vara réda heller. MGoj-
ligheterna for de tre aterstaende roda hornen ar (Ps, Py, Py), (Ps, Pr, P1o), (Ps, Ps, Po),
(Ps, Ps, P1g). Nedan redovisas hur man far motségelse i varje enskilt fall:

13,2,5,7,9 : 5,7,9 likbent; 13,2,5,7,10 : 7,10, 13 likbent; 13,2,5,8,10 : 2,5,8
likbent; 13,2,6,8,10 : 2,6, 10 likbent.

Vi fick motségelse i varje enskilt fall. Detta visar att vart antagande var falskt, d.v.s.
det gar alltid att vélja tre horn av samma fiarg som bildar en likbent triangel.



6. En cirkel dr inskriven i en parallelltrapets. Visa att parallelltrapetsens diagonaler
skiar varandra i en punkt som ligger pa den diameter till cirkeln som &ar vinkelrat mot
de tva parallella sidorna.

Lo6sning. Lat ABCD vara parallelltrapetsen, AB||C'D. Beteckna med P, respektive
(@, punkten i vilken den inskrivna cirkeln tangerar AB, respektive C'D. Stréckan
PQ@ ar da den diameter i den inskrivna cirkeln som &r vinkelrdt mot de tva paral-
lella sidorna. Lat S’, respektive S”, vara skédrningspunkten mellan diagonalen AC,
respektive BD, och P(). Det racker att visa att

|[PS'|  |PS"|
5@ 15"Q1

Av likheten ovan foljer att S’ = S” = S, och att punkten S ligger savil pa bada
diagonalerna som pa diametern PQ), vilket bevisar pastaendet.

Trianglarna APS’ och CQS’ ar likformiga, enligt topptriangelsatsen. Det medfor att

|PS| |AP|

QS| |CQ)
P& samma satt fas att

|PS”| B |BP|

1S"Q|  |DQ|"

Det betyder att vi kommer att ha visat den énskade likheten om vi lyckas visa att
|AP[-|DQ| = |BP|-|CQ|.

Beteckna |AP| = z,|PB| =y, |CQ| = z,|QD| = t. Vi har da att |[AD| =z + ¢, och
|BC| =y + z. Dra hojder mot AB fran C' och D. Pythagoras’ sats ger

(z+1)" = (F(@ =) = (y + 2)* = (Fy — 2))".

(Tecknet i + beror pa vilken av de tva inblandade strackorna som &r ldngst.) Likheten
ger xt = yz, vilket ar exakt vad som aterstod att bevisa.



